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Sazˇetak
U ovom radu pokazali smo dva nacˇina za racˇunanje entropije crnih rupa
koristec´i tehnike konformalne teorije polja. U prvom je izracˇunata entropija
(2+1)-dimenzionalne crne rupe cˇije asimptotske simetrije u beskonacˇnosti
zadovoljavaju Virasoro algebru. Zakljucˇili smo da je efektivna kvantna teorija
polja za gravitaciju, ako postoji, konformalna. Stoga smo za brojanje stanja
za poluklasicˇnu crnu rupu iskoristili Cardyjevu formulu za entropiju.
U drugom racˇunu izracˇunata je entropija N-dimenzionalne crne rupe s ak-
sijalnom simetrijom. U tom slucˇaju pronadena je Virasoro algebra u pri-
blizˇnim simetrijama u blizini horizonta. Jednakom logikom kao i za (2+1)-
dimenzionalni slucˇaj, upotrijebili smo Cardyjevu formulu.
Rezultat dobiven za oba slucˇaja slazˇe se sa Bekenstein-Hawkingovom entropi-
jom.
Thermodynamics and Symmetries in the
Near-Horizon Region of Black Holes
Abstract
We demonstrate two ways of calculating the black hole entropy by using
conformal field theory techniques. First we calculate the entropy of a (2+1)-
dimensional black hole whose asymptotic symmetries at infinity satisfy the
Virasoro algebra. We conclude that, if there is such a theory as an effective
quantum field theory for gravity, it should be a conformal one. To count
the microstates of the semiclassical black hole we used Cardy’s formula for
entropy in conformal field theory at high temperatures. In the second part
we calculated the entropy of an N-dimensional axially symmetric black hole.
In this case the Virasoro algebra is found for the near-horizon asymptotic
symmetries. Following the same line of thought, again we used the Cardy
formula to obtain the entropy. In both cases the results are consistent with
the Bekenstein-Hawking formula for entropy.
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1 Uvod
1.1 O crnim rupama
Crne rupe su dijelovi prostor-vremena iz kojih ne mogu izac´i cˇak ni objekti koji se
gibaju brzinom svjetlosti. Ideja o crnim rupama dolazi josˇ iz vremena prije otkric´a opc´e
teorije relativnosti [1], kad je u sklopu Newtonove teorije izracˇunato koliki bi trebao
biti polumjer R sferno simetricˇnog tijela mase M da bi se neko drugo tijelo moglo
odvojiti od njegovog gravitacijskog utjecaja (makar na beskonacˇnoj udaljenosti), ako
se krec´e brzinom svjetlosti, c (tj. koji je polumjer sfericˇnog tijela mase M ako je
njegova druga kozmicˇka brzina jednaka c). Zanimljivo, rezultat koji se dobije:
R =
2GM
c2
(1.1)
jednak je polumjeru crne rupe najpoznatijeg rjesˇenja Einsteinovih jednadzˇbi, Schwarz-
schildovog prostor-vremena [2].
Teorija koja se u klasicˇnom rezˇimu danas smatra ispravnom je opc´a teorija relativnosti
(skrac´eno: OTR). Poznat je niz rjesˇenja Einsteinovih jednadzˇbi, koje su centralni
matematicˇki rezultat OTR-a, koja sadrzˇe crne rupe. Osim Schwarzschildovog, koje
opisuje sferno simetricˇnu, vremenski invarijantnu crnu rupu, najvazˇnije je Reissner-
Nordstro¨movo, koje opisuje nabijenu, nerotirajuc´u, te Kerrovo prostor-vrijeme, koje
sadrzˇi nenabijenu, ali rotirajuc´u crnu rupu.
Crne rupe mogu nastati kad se uslijed gravitacijskog kolapsa dovoljno masivno tijelo
urusˇi tako da mu je sva masa otprilike unutar Schwarzschildovog radijusa. Smatra
se da je tijelo dovoljno masivno ako mu je masa M vec´a od 2 − 3 mase sunca, tj.
M > 2, 3M⊙ [4]. Vec´ za urusˇenu zvijezdu mase M > 1.4M⊙ (tzv. Chandrasekharova
granica [3]) plin degeneriranih elektrona ne mozˇe sprijecˇiti urusˇavanje takozvanog
bijelog patuljka, dok za zvijezde mase M > 3M⊙ to ne mozˇe ucˇiniti ni plin degeneri-
ranih neutrona. Vrlo je vjerojatno, po trenutnim saznanjima o nuklearnoj materiji, da
se tad dogada urusˇavanje materije u crnu rupu.
Stacionarne crne rupe mogu se opisati pomoc´u samo tri velicˇine: mase M , naboja Q i
angularnog momenta J . To je posljedica poznatog teorema o kosi crnih rupa [5]. To
znacˇi da bez obzira na to od kakve je materije nastala i kako je tekao proces stvaranja
crne rupe, nakon sˇto se postigne stacionarno stanje, ona se uvijek mozˇe opisati samo
s te tri velicˇine. Ovaj teorem je doveo do znacˇajnog otkric´a o termodinamicˇkim
svojstvima crnih rupa.
Mozˇemo zamisliti da neka kolicˇina uobicˇajene materije upadne u vec´ nastalu crnu
rupu. Prije nego sˇto prijede horizont, imala je neku kolicˇinu entropije S. Nakon sˇto
prijede horizont, nemamo nacˇina da kao promatracˇi izvana izmjerimo sˇto se dogodilo
s tom entropijom. Ono sˇto znamo jest da je prije ukupna entropija bila S, a nakon
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upada materije u crnu rupu, i nakon dovoljno dugo vremena, vidimo samo stacionarno
stanje crne rupe, tocˇno opisano s tri parametra. Kad bi postojalo samo jedno stanje
crne rupe opisane s te tri velicˇine, entropija svake takve crne rupe bila bi jednaka
0. To bi znacˇilo da se u procesu upadanja uobicˇajene materije u crnu rupu ukupna
entropija smanjila te da je drugi zakon termodinamike narusˇen. Bekenstein je ovaj
problem rijesˇio tako da je pretpostavio da i crne rupe imaju entropiju [6].
1.2 O termodinamici crnih rupa
U opc´oj teoriji relativnosti, koja je klasicˇna teorija, crne rupe zadovoljavaju zakone
analogne termodinamicˇkim [7].
• 0. zakon Povrsˇinska gravitacija κ je konstantna na horizontu dogadaja crne rupe,
uz uvjet da tenzor energije impulsa zadovoljava dominantni uvjet na energiju1.
Povrsˇinska gravitacija κ je analogna temperaturi T u termodinamici, a ovaj
zakon odgovara nultom zakonu termodinamike koji kazˇe da je temperatura
konstantna u cijelom sustavu koji je u termodinamicˇkoj ravnotezˇi.
• 1. zakon Ako stacionarnu crnu rupu mase M i angularnog momenta J , s
povrsˇinskom gravitacijom κ i angularnom brzinom Ω, perturbiramo tako da,
nakon postizanja novog stacionarnog stanja, ima masu M + δM i angularni
moment J + δJ , vrijedit c´e da se ukupna masa promijenila za:
dM =
κ
8pi
dA+ ΩdJ (1.2)
Ovaj zakon analogan je prvom zakonu termodinamike koji opisuje kako se
mijenja unutarnja energija U nekog sustava: dU = TdS − pdV .
• 2. zakon Ukupna povrsˇina horizonta u asimptotski ravnom prostor-vremenu
se ne smanjuje u vremenu, tj. dA ≥ 0. Ovaj zakon vrijedi uz pretpostavku da
tenzor energije-impulsa zadovoljava slabi uvjet na energiju2 i da vrijedi hipoteza
kozmicˇke cenzure3.
Ovaj zakon odgovara drugom zakonu termodinamike cˇija je tvrdnja da se ukupna
entropija ne mozˇe smanjiti.
Vidimo da se povrsˇinska gravitacija κ i povrsˇina horizonta A crne rupe u opc´oj teoriji
relativnosti ponasˇaju redom kao temperatura i entropija u termodinamici. Bekenstein
1Ako je Tµν tenzor energije impulsa, a V a i W a bilo koja dva kauzalna vektorska polja, dominantni
uvjet za energiju kazˇe da je V aW aTab ≥ 0, tj. energija ne mozˇe putovati brzˇe od svjetlosti. [5]
2Slabi uvjet na energiju za tenzor energije-impulsa T ab kazˇe da svako vektorsko polje vremenskog
tipa W a vrijedi TabW aW b ≥ 0
3Hipoteza kozmicˇke cenzure kazˇe da goli singulariteti (tj. singulariteti koji nisu sakriveni ho-
rizontom) ne mogu nastati kao rezultat gravitacijskog urusˇavanja (kolapsa) u asimptotski ravnom
prostor-vremenu.
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je slijedec´i ove usporedbe pretpostavio da je entropija crne rupe proporcionalna njenoj
povrsˇini, ali nije znao koji je tocˇan faktor proporcionalnosti. Hawking je u svom
slavnom poluklasicˇnom racˇunu [9] dobio temperaturu crne rupe, koja zracˇi kao crno
tijelo, a temperatura je u prirodnom sustavu jedinica jednaka:
T =
κ
2pi
. (1.3)
Kao posljedicu tog racˇuna, dobili smo i koeficijent proporcionalnosti izmedu entropije
i povrsˇine u Bekensteinovoj pretpostavci. Ovu vezu izmedu povrsˇine i entropije
nazivamo Bekenstein-Hawkingovom formulom za entropiju crne rupe:
S =
A
4
. (1.4)
1.3 O podrijetlu entropije crnih rupa
Entropija mjeri broj mikroskopskih stanja koja zadovoljavaju makroskopsko stanje
nekog sustava. Kako bismo zbilja pokazali da opravdano tu velicˇinu nazivamo entro-
pijom, trebali bismo u nekoj teoriji kvantne gravitacije prebrojati sva mikroskopska
stanja i pokazati da logaritam njihovog broja odgovara entropiji.
Danas postoji niz racˇuna koji koriste tehnike novih teorija i cˇiji se izracˇuni slazˇu s
Bekenstein-Hawkingovom formulom u raznim posebnim slucˇajevima. Oni su koncep-
tualno razlicˇiti, od onih u teoriji struna [10, 11], do kvantne gravitacije s petljama
(eng. loop quantum gravity) [12, 13], preko entropije zapleta (eng. entanglement
entropy) [14] i brojanja stanja preko dualne konformalne teorije polja [15,16]. Zbog
toga sˇto su svi ti pristupi toliko raznoliki prirodno se namec´e pitanje sˇto im je za-
jednicˇko i zasˇto uspijevamo dobiti jednaki odgovor na pitanje kolika je entropija
crne rupe bez obzira na detalje kvantne teorije gravitacije. Jedan argument zasˇto
bi takav mehanizam trebao postojati je i cˇinjenica da je Hawkingova temperatura, a
time i entropija crne rupe, dobivena poluklasicˇnim racˇunom u formalizmu kvantne
teorije polja u zakrivljenom prostor-vremenu. Nije jasno kako bi taj racˇun mogao
prepoznati postojanje mikroskopskih stanja u kvantnoj gravitaciji jer prostor-vrijeme
tretira potpuno klasicˇno.
U ovom radu opisat c´emo jedan takav mehanizam. Zapocˇet c´emo s radom Stro-
mingera [17], koji zapocˇinje s racˇunom entropije (2+1)-dimenzionalne BTZ crne
rupe kao uvodom u centralni rad Carlipa [18] koji je prvi izracˇunao entropiju aksi-
jalno simetricˇne crne rupe koristec´i tehnike iz konformalne teorije polja, za bilo koji
broj dimenzija prostor-vremena. Prije toga, u sljedec´em poglavlju, predstavit c´emo
matematicˇke alate kojima smo se koristili u racˇunima.
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2 Priblizˇne simetrije
2.1 Izometrije
Izometrije metrike su koordinatne transformacije koje cˇuvaju metriku. Kazˇemo da
je vektorsko polje ξa infinitezimalni generator izometrije metrike gab ako je Liejeva
derivacija metrike u smjeru polja jednaka nuli:
Lξgab = 0. (2.1)
Polje ξa nazivamo josˇ i Killingovim vektorskim poljem. Ako raspiˇsemo ovu jednadzˇbu
preko kovarijantnih derivacija:
Lξgab = ξc∇cgab + gac∇bξc + gcb∇aξc =
= ∇aξb +∇bξa, (2.2)
mozˇemo doc´i do Killingove jednadzˇbe:
∇aξb +∇bξa = 0. (2.3)
Neka je yµ = xµ + ξµ koordinatna transformacija koju generira vektorsko polje ξµ, a
 je infinitezimalni parametar. Kako bi ova transformacija bila izometrija, mora biti
zadovoljena sljedec´a jednadzˇba:
∂(xα + ξα)
∂xµ
∂(xβ + ξβ)
∂xν
gαβ(x+ ξ) = gµν(x), (2.4)
a ona je ekvivalentna Killingovoj jednadzˇbi (2.3).
Kao primjer, navest c´emo izometrije AdS3 prostor-vremena [21]. Metrika na AdS3
jest:
ds2 = l2(−cosh2ρdt2 + dρ2 + sinh2ρdφ2). (2.5)
Killingove vektore mozˇemo pronac´i rjesˇavajuc´i Killingovu jednadzˇbu. Rjesˇenja su
sljedec´i vektori:
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ξ−1 =
1
2
(
tanh(ρ)e−i(t+φ)∂t + coth(ρ)e−i(t+φ)∂φ + ie−i(t+φ)∂ρ
)
ξ0 =
1
2
(∂t + ∂φ)
ξ+1 =
1
2
(
tanh(ρ)ei(t+φ)∂t + coth(ρ)ei(t+φ)∂φ − iei(t+φ)∂ρ
)
ξ¯−1 =
1
2
(
tanh(ρ)e−i(t−φ)∂t − coth(ρ)e−i(t−φ)∂φ + ie−i(t+φ)∂ρ
)
ξ¯0 =
1
2
(∂t − ∂φ)
ξ¯+1 =
1
2
(
tanh(ρ)ei(t−φ)∂t − coth(ρ)ei(t+φ)∂φ − iei(t+φ)∂ρ
)
. (2.6)
Mozˇemo provjeriti algebru ovih vektora. Komutator vektora je opc´enito za vektore V a
i W a dan izrazom:
[V,W ]a = V b∂bW
a −W b∂bV a. (2.7)
Vrijede sljedec´e relacije:
i[ξ1, ξ−1] = 2ξ0
i[ξ1, ξ0] = ξ1
i[ξ−1, ξ0] = −ξ−1 (2.8)
i analogne relacije za ξ¯n. Takoder, ξm i ξ¯n komutiraju za bilo koji izbor m,n:
[ξm, ξ¯n] = 0. (2.9)
Znacˇi da je grupa izometrija od AdS3:
SL(2,R)× SL(2,R). (2.10)
Ona je izomorfna SO(2, 2) grupi.
2.2 Priblizˇne simetrije
Kazˇemo da neki sustav ima priblizˇnu simetriju kad postoji malo odstupanje nekog pa-
rametra od vrijednosti za koje bi simetrija bilo potpuna. Medu poznatijim primjerima
je priblizˇna izospinska simetrija protona i neutrona, gdje je masa protona za 0.1%
manja od mase neutrona. Masa je u ovom primjeru parametar koji neznatno narusˇava
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simetriju izmedu tih dviju cˇestica u nuklearnim interakcijama. U ovom radu zanimat
c´e nas priblizˇne simetrije metrike.
Priblizˇnu izometriju metrike mozˇe se definirati tako da se umjesto nule na desnoj
strani Killingove jednadzˇbe (2.3) nalazi nesˇto razlicˇito od nule. To nije nuzˇno jedini
nacˇin, ali nas drugi pristupi nec´e zanimati. Ovakve priblizˇne simetrije koristimo kad
zˇelimo nac´i koordinatne transformacije koje cˇuvaju metriku samo u jednom podrucˇju,
a ne u cijelom prostor-vremenu. Najjednostavniji primjer i jednostavan model za BMS
simetriju4 [19] je asimptotska simetrija 2-dimenzionalne euklidske ravnine [20].
Ako na ravnini definiramo standardne polarne koordinate r i θ, egzaktne simetrije
pronasˇli bismo rjesˇavajuc´i jednadzˇbe:
Lξgab = Lξgab = 0, a, b ∈ {r, θ}. (2.11)
Rjesˇenja s parametrima a,b i c koji su proizvoljne konstante opisuju redom translacije
i rotacije.
ξr = f(θ) =: a cos θ + b sin θ
ξθ = c+
1
r
∂θf(θ) (2.12)
Medutim, mozˇemo se zapitati i kakve koordinatne transformacije cˇuvaju samo asimp-
totsku strukturu euklidske ravnine. Metrika i inverzna metrika su redom
gαβ =
(
1 0
0 r2
)
αβ
i gαβ =
(
1 0
0 1
r2
)αβ
. (2.13)
Zahtijevat c´emo da priblizˇna izometrija mijenja samo gθθ cˇlan metrike, i to do na red
r−λ. Kako na ovaj nacˇin zˇelimo dopustiti vec´i broj koordinatnih transformacije nego
kod egzaktnih simetrija, tj. zˇelimo da je prostor rjesˇenja za priblizˇne bogatiji nego
za egzaktne simetrije, ocˇekujemo da c´emo to dobiti kad stavimo da je λ > 2. Za
λ < 2 ocˇito bismo narusˇili asimptotsku strukturu metrike jer bi to postao dominantni
doprinos za r →∞.
Lξgrr = Lξgrθ = 0 (2.14)
Lξgθθ = 1
rλ
. (2.15)
4BMS (Bondi-Metzner-Sachs) su koordinatne transformacije koje cˇuvaju svojstvo asimptotske
ravnoc´e (eng. aysmptotic flatness.)
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Rjesˇavanjem ovih jednadzˇbi dobivamo da su za 2 < λ ≤ 3 Killingovi vektori:
ξr = f(θ)
ξθ = g(θ) +
1
r
f(θ).
U ovom slucˇaju su, za razliku od egzaktne simetrije, f i g proizvoljne funkcije. To znacˇi
da se prostor rjesˇenja znatno povec´ao, jer se od 2-parametarske funkcije f i konstante
c prosˇirio na proizvoljne funkcije f i g, tj. beskonacˇno parametarske funkcije.
Za slucˇaj λ > 3, dobivamo isti prostor rjesˇenja kao za egzaktnu simetriju, jer smo na
taj nacˇin dali prejaku restrikciju na promjene metrike generirane takvim transformaci-
jama.
Primijetimo josˇ jednu ranije spomenutu karakteristiku ovih simetrija, a to je da su one
priblizˇne simetrije, ali samo u jednom dijelu prostora, primjerice u blizini horizonta ili
na rubovima prostor-vremena. Tako, u ovom slucˇaju, blizu ishodiˇsta znatno mijenjamo
metriku ako dodajemo neke cˇlanove reda velicˇine r2+, gdje je  po volji vec´i od 0.
2.3 Priblizˇne simetrije u hamiltonijanskoj formulaciji i povrsˇinski
naboji
U hamiltonijanskoj formulaciji OTR-a, formuliranoj u dodatku A, jasno su povezani
generatori simetrija i odgovarajuc´i ocˇuvani naboji. Takoder, jednostavno je prosˇirenje
na asimptotske (priblizˇne) simetrije i njima pridruzˇene naboje [8].
U dodatku smo povrsˇinski doprinos hamiltonijanu zanemarili. Medutim, ovdje c´emo
ga zadrzˇati i pisati:
H =
∫
Σ
dn−1x
√
h (NH +NaHa) +
∮
∂Σ
dn−2x
√
h′ (NHpov. +NaHpov.a ) , (2.16)
gdje smo s pov. oznacˇili velicˇine analogne hamiltonijanskim i impulsnim ogranicˇenjima,
ali na rubu (ili povrsˇini). h′ab je metrika na rubu, a h
′ njena determinanta. Vazˇno je
napomenuti da, za razliku od hamiltonijanskih i impulsnih ogranicˇenja koja iˇscˇezavaju
(kao u dodatku A), povrsˇinske velicˇine nec´e nuzˇno biti jednake nuli.
Kako su N i Na povezani s vremenskim vektorskim poljem tµ, normalom nµ na Σ i
vektorima baze vµa tangencijalnim na Σ:
tµ = Nnµ +N bvµb , (2.17)
vidimo da vrijedi:
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NH +NaHa = tµHµ
NHpov. +NaHpov.a = tµHpov.µ =: tµQµ. (2.18)
Definirali smo povrsˇinska ogranicˇenja slovom Q anticipirajuc´i njihovo znacˇenje u
smislu povrsˇinskog naboja.
Jednako kao sˇto smo mogli napisati uz pomoc´ (2.18) hamiltonijan kao generator
promjena duzˇ vektora tµ, tako mozˇemo napisati i za bilo koji drugi vektor ξ generator
duzˇ tog vektorskog polja. Zvat c´emo ga generatorom Lξ,
Lξ =
∫
Σ
dn−1x
√
h (Hµξµ) +
∮
∂Σ
dn−2x
√
h′ (Qµξµ) . (2.19)
Za egzaktne simetrije imamo uvjet da je na rubu ∂Σ varijacija δhab = 0. Kad vrijedi
takav uvjet, povrsˇinski doprinos generatoru poniˇsti doprinose varijacije volumnog
dijela koji nisu kanonskog oblika, tj. one koje se ne mogu napisati kao
∫
Σ
dn−1x
√
h
(
(...)abδhab + (...)
abδpab) (2.20)
Na taj nacˇin imamo dobro definirane jednadzˇbe gibanja
q˙i =
∂H
∂pi
(2.21)
p˙i = −∂H
∂qi
. (2.22)
U priblizˇnim simetrijama mozˇemo dopustiti da se na rubu generira neka promjena
δhab 6= 0, kao u primjeru u potpoglavlju Priblizˇne simetrije. Stoga u varijaciji volumnog
dijela moramo zadrzˇati sve povrsˇinske doprinose, kako bi odredili varijaciju dodanog
povrsˇinskog dijela.
δ
∫
Σ
dn−1x
√
h (Hµξµ) =
∫
Σ
dn−1x
√
h
(
(...)abδhab + (...)
abδpab
)
+
∮
∂Σ
dn−2x
√
h′(...)
(2.23)
δQ dodajemo kako bismo imali kanonske varijacije kao i u slucˇaju egzaktnih sime-
trija.
δQ = δ
∮
∂Σ
dn−2x
√
h′ (Qµξµ) = −
∮
∂Σ
dn−2x
√
h′(...) (2.24)
Kako bismo pronasˇli povrsˇinski dio, moramo jednadzˇbu (2.24) funkcionalno inte-
grirati. U funkcionalnoj integraciji velicˇine δQ pojavit c´e se konstanta integracije.
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Obicˇno se uzme da je ona jednaka nuli za neku ”prirodnu” pozadinu, primjerice
slucˇaj kad nametnemo takve rubne uvjete na asimptotsku simetriju da je ona jednaka
egzaktnoj.
Asimpotske simetrije su po definiciji deformacije ξa plohe Σt koje cˇuvaju neke rubne
uvjete. Ti rubni uvjeti su oblika danog u prethodnom potpoglavlju. Iz asimptotskih
simetrija izbacujemo one koje su dio skupa egzaktnih simetrija, tj. one ξa kojima
povrsˇinski naboj Q iˇscˇezava. Asimptotska simetrija mora cˇuvati zadane rubne uvjete
i u isto vrijeme rezultirati nabojem Q 6= 0. Takoder, mora sadrzˇavati izometrije
ukupnog prostor-vremena.
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3 Racˇun entropije crne rupe uz pomoc´ priblizˇnih sime-
trija
Ovo poglavlje je razdvojeno na dva dijela. U prvom c´emo u 3-dimenzionalnom
AdS prostor-vremenu izracˇunati entropiju crne rupe koja se slazˇe sa Bekenstein-
Hawkingovom formulom. Zatim c´emo generalizirati taj pristup na N dimenzija, pri
cˇemu je N po volji odabran broj. Racˇuni se temelje na radovima Stromingera (1998.)
i Carlipa (1998.).
3.1 Entropija BTZ crne rupe pomoc´u konformalne teorije polja
Metrika AdS3 je vakuumsko rjesˇenje trodimenzionalne gravitacije s negativnom koz-
molosˇkom konstantom Λ = − 1
l2
oblika
ds2 = −
(
r2
l2
+ 1
)
dt2 +
(
r2
l2
+ 1
)−1
dr2 + r2dφ2. (3.1)
U prethodnom poglavlju o priblizˇnim simetrijama najavili smo kako c´e nas zanimati
koordinatne transformacije koje cˇuvaju samo asimptotski oblik metrika. U ovom
slucˇaju dopustit c´emo da se transformacijom u metrici generiraju promjene oblika
[22]:
Lξgtt = O(1)
Lξgtr = O(1/r3)
Lξgtφ = O(1)
Lξgrr = O(1/r4)
Lξgrφ = O(1/r3)
Lξgφφ = O(1) (3.2)
Odredivanje ovih uvjeta inspirirano je cˇlankom [23]. Oni bi trebali zadovoljavati
sljedec´a tri uvjeta:
• daju fizikalno relevantna rjesˇenja
• da su povrsˇinski integrali (u smislu definiranom u poglavlju 2.3) konacˇni i
integrabilni
• da skup priblizˇnih simetrija koje dobijemo rjesˇavanjem jednadzˇbi sadrzˇe u sebi
egzaktne simetrije od AdS3.
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Grupa simetrija AdS3 je SL(2,R)×SL(2,R). Grupa asimptotskih simetrija trebala
bi sadrzˇavati tu grupu. Mozˇemo provjeriti kakvu metriku u beskonacˇnosti ima
AdS3:
ds2 = r2/l2(−dt2 + l
2dr2
r2
+ l2dφ2). (3.3)
Ako promijenimo koordinate
r
l
=
1
1− ρ (3.4)
i pogledamo kakva je metrika u beskonacˇnosti do na konformalni predfaktor, tj. za
ρ = 1:
ds2 = −dt2 + l2dφ2, (3.5)
nalazimo da opisuje topologiju R× S1, tj. cilindar. Svojstva 2-dimenzionalne konfor-
malne teorije polja na cilindru su nam poznata i znamo da konformalna grupa sadrzˇi
upravo SL(2,R)×SL(2,R). To nam sugerira da je vjerojatno to asimptotska grupa
simetrije, sˇto c´emo i pokazati.
Kako bismo nasˇli vektorska polja ξa koja zadovoljavaju uvjete (3.2), moramo rijesˇiti 6
vezanih diferencijalnih jednadzˇbi pogadanjem. U ovom slucˇaju vektorsko polje koje
zadovoljava te jednadzˇbe je:
ξt = l(T+ + T−) +
l3
2r2
(∂2+T
+ + ∂2−T
−) +O(1/r4)
ξr = T+ + T− − l
2
2r2
(∂2+T
+ − ∂2−T−) +O(1/r4)
ξφ = −r(∂+T+ + ∂−T−) +O(1/r), (3.6)
gdje smo uveli pokratu ∂± = 12(l
∂
∂t
± ∂
∂φ
), a T± su proizvoljne funkcije od r, t i φ takve
da je ∂±T∓ = 0.
Za funkcije T± napravit c´emo eksplicitni odabir koji zadovoljava gore navedeni
uvjet:
T+n =
i
2
ein(t/l+φ)
T−n = 0
T¯+n =
i
2
ein(t/l−φ)
T¯−n = 0.
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Komutatori odgovarajuc´ih vektorskih polja su:
[ξn, ξm] = (n−m)ξn+m[
ξ¯n, ξ¯m
]
= (n−m)ξ¯n+m[
ξn, ξ¯m
]
= 0.
Sad znamo da je grupa asimptotske simetrije za AdS3 generirana dvjema kopijama
Virasoro algebre bez centralnog naboja (opisane u dodatku B), jedna za vektorsko polje
ξ i jedna za vektorsko polje ξ¯. To je grupa simetrije za konformalne transformacije i
sadrzˇi SL(2,R)×SL(2,R).
Brown i Henneaux [22] izracˇunali su Poissonove zagrade generatora Ln = H[ξn] i
L¯n = H[ξ¯n] povezanih sa vektorskim poljima (3.6) i dobili:
[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m + c
12
(n3 − n)δm+n,0[
L¯n, L¯m
]
= (n−m)Ln+m + c
12
(n3 − n)δm+n,0[
Ln, L¯m
]
= 0,
sˇto je Virasoro algebra s centralnim dodatkom. Izracˇunato je i da je centralni naboj c
jednak:
c =
3l
2G
. (3.7)
Taj rezultat mozˇemo reproducirati pozivajuc´i se na rezultate iz potpoglavlja 2.3.
Koristimo izraze iz dodatka A za hamiltonijanska i impulsna ogranicˇenja (s prosˇirenjem
kozmolosˇkom konstantom Λ):
Hµξµ = Hξ +Haξa
H = −R− 2Λ
2κ
+ 2κ(pabp
ab − 1
d− 2p
2)
Ha = −2∇apab (3.8)
gdje je R Riccijev skalar, a d broj dimenzija prostor-vremena.
Henneaux i Teitelboim [23] integrirali su jednadzˇbu (2.24) u 3-dimenzionalnoj gravi-
taciji:
Qξ =
∮
∂Σ(∞)
dx
√
h′
(
1
2κ
(G¯abcd
(∇¯bdcd − dcd∇¯b) ξ + 2pabξb)+O(d2), (3.9)
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gdje je dab = Lξgab, a potez na velicˇinama oznacˇava da su izracˇunate uz pomoc´ metrike
g¯ab = gab − dab. Gabcd je definirana s Gabcd = hc(ahb)d − habhcd.
Ako uvrstimo u gornju jednadzˇbu ranije zadane asimptotske uvjete (3.2) za dab te
umjesto ξa stavimo vektore koji generiraju odgovarajuc´e priblizˇne simetrije, mozˇemo
izracˇunati Qξn.
Kako bismo dobili centralni naboj Cξn,ξm , moramo izracˇunati Poissonovu zagradu:
{Qξn ,Qξm} = Q[ξn,ξm] + Cξn,ξm (3.10)
definiranu na standardni nacˇin:
{Qξn ,Qξm} =
∫
Σ
dn−1x
(
δQξn
δhab
δQξn
δpab
− δQξm
δhab
δQξm
δpab
)
, (3.11)
pazec´i pritom da se izracˇuna u prirodnoj pozadini, kako bi nevazˇna konstanta integra-
cije bila jednaka nuli. Pozadina je u ovom slucˇaju metrika bez generiranih promjena
dab.
Aditivne konstante za nul-generatore L0 i L¯0 biramo tako da generatori iˇscˇezavaju za
crne rupe s M = J = 0:
M =
1
l
(L0 + L¯0), (3.12)
J = L0 − L¯0. (3.13)
Glavna pretpostavka koju c´emo nadalje koristiti, a koju smo ranije spomenuli, jest
postojanje kvantne gravitacije na prostor-vremenu koje ima asimptotsku simetriju
kao AdS3. Tada promoviramo Ln i L¯n u operatore i pretpostavljamo da mozˇemo
koristiti klasicˇne rezultate (3.12) i (3.13). Kako smo pronasˇli da je asimptotska
simetrija konformalna, pretpostavit c´emo da je teorija polja koja sluzˇi za efektivni opis
kvantne gravitacije na energijama ispod Planckove, konformalna teorija polja. Ovu
pretpostavku c´emo provjeriti na primjeru BTZ crne rupe.
BTZ crna rupa [31] je rjesˇenje u (2+1)-dimenzionalnoj gravitaciji s negativnom
kozmolosˇkom konstantom Λ = − 1
l2
. U nerotirajuc´em slucˇaju, njena metrika je
oblika:
ds2 = −r
2 − r2+
l2
dt2 +
(
r2 − r2+
l2
)−1
dr2 + r2dφ2, (3.14)
gdje je konstanta r2+ = 8GMl
2. Ova metrika zadovoljava uvjete da asimptotski i u
blizini horizonta izgleda jednako kao AdS3. Njena Bekenstein-Hawking entropija
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mozˇe se jednostavno izracˇunati ako primjetimo da je na horizontu metrika oblika
r2+dφ
2. To znacˇi da joj je povrsˇina jednaka A = 2pir+, tj.
S =
A
4G
= 2pi
√
l2M
2G
. (3.15)
Zˇelimo vidjeti mozˇemo li reproducirati ovaj rezultat tako da koristimo ranije izvedeni
formalizam, tj. pretpostavljajuc´i da postoji efektivna kvantna teorija gravitacije koja je
konformalna, s izracˇunatim centralnim nabojem. Koristit c´emo Cardyjevu formulu
koju smo izveli u dodatku B.
U poluklasicˇnom rezˇimu mozˇemo pretpostaviti da je spektar crne rupe gotovo konti-
nuiran. Klasicˇna crna rupa je znatno degenerirano stanje. Ako je masa dovoljno velika
(a pretpostavili smo da je kozmolosˇka konstanta puno manja od Planckove skale),
vrijedi da je svojstvena vrijednost operatora L0  l, sˇto znacˇi da je i L0  c. U izvodu
Cardyjeve formule vidimo da kad je E  c vrijedi da je inverzna temperatura β  1.
To znacˇi da mozˇemo iskoristiti Cardyjevu formulu za asimptotsko ponasˇanje broja
stanja u konformalnoj teoriji polja na visokim temperaturama.
S = 2 · 2pi
√
cL0
6
= 4pi
√
l2M
2G
, (3.16)
gdje je u prvoj jednakosti faktor 2 dosˇao od cˇinjenice da imamo jednake doprinose od
L0 i L¯0.
Vidimo da je rezultat dobiven na ovaj nacˇin tocˇno jednak Bekenstein-Hawkingovoj
entropiji.
3.2 Entropija n-dimenzionalne crne rupe pomoc´u konformalne te-
orije polja
Metrika u n-dimenzionalnom prostor-vremenu s crnom rupom mozˇe se opc´enito
zapisati kao:
ds2 = −N2dt2 + f 2(dr +N rdt)2 + σαβ(dxα +Nαdt)(dxβ +Nβdt) (3.17)
gdje su koordinate na horizontu oznacˇene grcˇkim slovima α i β, f je neka funkcija
koordinata, a N je funkcija protoka vremena (eng. lapse function) za koju blizu
horizonta odredenog s r = r+ trazˇimo da tezˇi u nulu kao
N2 = h(xα)(r − r+) +O((r − r+)2), (3.18)
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gdje je h(xα) neka funkcija koja opisuje oblik horizonta i ovisi o dvjema koordinatama
na horizontu.
Jednako kao i u prosˇlom potpoglavlju, radit c´emo u hamiltonijanskom formalizmu
opisanom u dodatku A i potpoglavlju o priblizˇnim simetrijama. Hamiltonijan ima dva
doprinosa, volumni i povrsˇinski. Povrsˇinski dio dolazi od cˇinjenice da tretiramo jedan
dio prostor-vremena (u ovom slucˇaju horizont) kao rub. Ranije smo (u 2.3) izracˇunali
varijaciju volumnog doprinosa.
δH0 = δ
∫
Σ
dn−1xξˆµHµ =
=
∫
Σ
dn−1x
(
δH
δhab
δhab +
δH
δpab
δpab
)
−
− 1
16piG
∮
∂Σ
dn−2x{
√
h′(h′acnb − h′abnc)(ξˆt∇cδhab −∇cξˆtδhab) + 2ξˆaδp ra − ξˆrpabδhab}
(3.19)
Povrsˇinski dio integrira se preko cijelog ruba od Σ, sˇto ukljucˇuje i prostornu be-
skonacˇnost i horizonte crnih rupa. Zasad nismo nametnuli nikakve rubne uvjete.
Rubne uvjete c´emo nametnuti na horizontu u duhu priblizˇnih simetrija. Oni moraju
biti takvi da rjesˇenja (3.17) budu rjesˇenja za crne rupe, a parametri deformacije (ili
generatori infintezimalnih difeomorfizama) moraju imati konzistentno ponasˇanje u
blizini horizonta kako bi ocˇuvali uvjete dane na metriku.
U prosˇlom potpoglavlju imali smo analizu Browna i Henneauxa koja je opravdala
nametnute rubne uvjete. Ovdje dajemo uvjete do kojih se dolazi heuristicˇki.
Ako nametnemo rubne uvjete na horizontu:
f =
βh
4pi
1
N
+O(1)
N r = O(N2)
σαβ = O(1)
Nα = O(1) (3.20)
te
(∂t −N r∂r)gab = O(N)gab
∇αNβ +∇βNα = O(N) (3.21)
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slijedi za ekstrinzicˇnu zakrivljenost Kab = ∇anb za plohu konstantnog vremena u
blizini horizonta:
Krr = O(1/N
3)
Kαr = O(1/N)
Kαβ = O(1) (3.22)
Mozˇe se pokazati da su ti rubni uvjeti (3.20), (3.21) i (3.24) ocˇuvani za sljedec´e rubne
uvjete parametara deformacije:
ξˆr = O(N2)
ξˆt = O(N)
ξˆα = O(1), (3.23)
gdje su parametri povrsˇinskih deformacija ξˆ povezani s generatorima difeomorfizama
s:
ξˆt = Nξt
ξˆa = ξa +Naξt. (3.24)
Kako bismo ocˇuvali strukturu u beskonacˇnosti (do sada smo govorili o horizontu)
okvirno zahtijevamo da parametri deformacije dovoljno brzo trnu u beskonacˇnosti.
Kako bismo se rijesˇili povrsˇinskog doprinosa u (3.19) moramo hamiltonijanu dodati
josˇ jedan povrsˇinski doprinos:
J [ξˆ] =
1
8piG
∮
∂Σ
dn−2x{na∇aξˆt
√
h′ + ξˆap ra + [naξˆ
aK
√
h′]}. (3.25)
Nametnut c´emo daljnje (heuristicˇki dobivene) uvjete na metriku blizu horizonta:
δf/f = O(N)
δKrr/Krr = O(N).
Sad imamo da povrsˇinski dio u sljedec´oj jednadzˇbi iˇscˇezava:
δ(H[ξˆ]+J [ξˆ]) = v. d.+
1
8piG
∮
r=r+
dn−2x
√
h′
(
δnr∂rξˆ
t +
1
f
ξˆrδKrr + δnrξˆ
rK
)
, (3.26)
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gdje smo s v. d. oznacˇili volumne doprinose.
Ako s L[ξˆ] oznacˇimo ukupni generator povrsˇinskih deformacija L[ξˆ] = H[ξˆ] + J [ξˆ],
znamo da c´e se racˇunanjem Poissonove zgrade pojaviti centralni cˇlan [22]:
{L[ξˆ2], L[ξˆ1]} = L
[
{ξˆ1, ξˆ2}SD
]
+K[ξˆ1, ξˆ2] (3.27)
gdje je K[ξˆ1, ξˆ2] moguc´i centralni cˇlan algebre.
{ξˆ1, ξˆ2}SD je Liejeva zagrada za algebru povrsˇinskih deformacija [24]:
{ξˆ1, ξˆ2}tSD = ξˆa1∂aξˆt2 − ξˆa2∂aξˆt1
{ξˆ1, ξˆ2}aSD = ξˆb1∂bξˆa2 − ξˆb2∂bξˆa1 + gab
(
ξˆt1∂bξˆ
t
2 − ξˆt2∂bξˆt1
)
. (3.28)
Za stacionarnu crnu rupu u koordinatama Krr = Kαβ = 0 povrsˇinski doprinos u
Poissonovoj zagradi jednak je
{L[ξˆ2], L[ξˆ1]} − v.d. =
− 1
8piG
∮
∂Σ
dn−2x
√
h′{ 1
f 2
[
∂r(f ξˆ
r
2)∂rξˆ
t
1 − ∂r(f ξˆr1)∂rξˆt2
]
+
1
f
∂r
[
ξˆr1∂rξˆ
t
1 − δξˆ2 ξˆt1
]
}
(3.29)
gdje je
(δξˆ2 ξˆ1)
t = {ξˆ1, ξˆ2}tSD = ξˆa1∂aξˆt2 − ξˆa2∂aξˆt1 (3.30)
kao u (3.28). Taj je izraz antisimetricˇan na zamjenu 1 ↔ 2 i rubni cˇlanovi su
konzistentni s pretpostavkom da je L[ξˆ] generator povrsˇinskih deformacija u prostor-
vremenu s horizontom.
Od sad c´emo promatrati samo aksijalno simetricˇne crne rupe s odabranim koordina-
tama za koje vrijedi:
∂φgab = 0. (3.31)
Nadalje, proucˇit c´emo svojstva samo dijela povrsˇinskih deformacija koje zadovoljavaju
sljedec´a svojstva:
• Ogranicˇit c´emo se na povrsˇinske deformacije koje generiraju promjene samo u
r − t ravnini.
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• Za r∗ definirano tako da vrijedi fdr = Ndr∗, zahtijevamo da ξt ovisi o r i t u
blizini horizonta kao t− r∗, za raslojavanje u vremenu za koje vrijedi Nr = 0.
• Na horizontu vrijedi da je N2 = 0. Time rub za koji smo definirali rubne uvjete
ostaje fiksiran na horizontu.
Prvo svojstvo daje oblik ξφ:
ξφ = −Nφξt = −−N
φξˆt
N
. (3.32)
Drugo svojstvo daje
∂rξ
t = − f
N
∂tξ
t (3.33)
za r = r+. Da bismo vidjeli koje deformacije zadovoljavaju trec´e svojstvo, gledamo
difeomorfizme od gtt = − 1
N2
. Trec´i uvjet znacˇi da difeomorfizmi ne smiju mijenjati
N2:
0 = Lξgtt = 2
N2
(
∂t −Nφ∂φ
)
ξt +
h
N4
ξr. (3.34)
Ova jednadzˇba nam sugerira da za angularnu brzinu na horizontu
Ω = −Nφ(r+) (3.35)
ξt razdvojimo na lijeve i desne modove:
∂tξ
t
L = Ω∂φξ
t
L
∂tξ
t
R = −Ω∂φξtR. (3.36)
Sad imamo iz (3.35) i (3.36):
ξrL = −
4N2
h
∂tξ
t
L
ξrR = 0 (3.37)
Rjesˇenje (3.36) za lijeve modove na horizontu je:
ξtL,n = −
T
pi
exp
(
2pini
T
(t− r∗ + Ω−1φ)
)
(3.38)
18
gdje smo odabrali T kao proizvoljni period i oznakom n cijelog broja naglasili da se
radi o modovima Fourierovog razvoja. Ako zˇelimo opc´enito rijesˇiti jednadzˇbu (3.36)
znamo da je prostor rjesˇenja sigurno vec´i, tj. n ne mora biti cijeli broj. Ovo je josˇ jedan
od heuristicˇkih izbora kako bi se laksˇe sveo izvod na onaj u prethodnom potpoglavlju.
Predfaktor je odreden zahtjevom da povrsˇinske deformacije zadovoljavaju Wittovu
algebru (opisanu u dodatku B):
{ξˆm, ξˆn}tSD = i(n−m)ξˆtm+n. (3.39)
Ako uvrstimo (3.38) u povrsˇinski cˇlan (3.29) mozˇemo dobiti:
{L[ξˆ2], L[ξˆ1]} = v. d.+ A
8piG
β
T
in3δm+n, (3.40)
gdje je A povrsˇina ruba r = r+.
Preostaje nam razlucˇiti centralni cˇlan od ovog rezultata, kao u jednadzˇbi (3.27). Po
uzoru na Brown-Henneaux cˇlanak [22] izracˇunat c´emo centralni cˇlan K[ξˆm, ξˆn]. Kao
i u prethodnom pretpoglavlju, znamo da kad su zadovoljene jednadzˇbe ogranicˇenja
H[ξˆ] iˇscˇezava. Tad se jednadzˇba (3.40) svodi na povrsˇinske cˇlanove:
A
8piG
β
T
in3δm+n = J [{ξˆm, ξˆn}SD] +K[ξˆm, ξˆn] (3.41)
sˇto je jednako
A
8piG
β
T
in3δm+n = i(n−m)J [ξˆm+n] +K[ξˆm, ξˆn]. (3.42)
Sad mozˇemo uvrstiti ξˆnu (3.25) i dobiti za zadovoljene jednadzˇbe ogranicˇenja:
J [ξˆa] =
A
16piG
T
β
δa,0 (3.43)
K[ξˆm, ξˆn] =
A
8piG
β
T
in(n2 − T
2
β2
)δm+n. (3.44)
Centralni naboj Virasoro algebre tad je dan s:
c =
3A
2piG
β
T
(3.45)
te istom logikom kao u Stromingerovom izvodu, imamo entropiju:
S = 2pi
√
cL0
6
=
A
4G
. (3.46)
Ona se slazˇe s opc´im izrazom za Bekenstein-Hawking entropiju.
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4 Zakljucˇak
U prvom dijelu ovog radu izracˇunali smo entropiju (2+1)-dimenzionalne BTZ crne
rupe. Racˇun se temeljio na pronalazˇenju netrivijalnih (u smislu da odgovarajuc´i
povrsˇinski naboj nije jednak nuli) asimptotskih simetrija AdS3 prostor-vremena u
beskonacˇnosti. Pokazano je da je algebra tih simetrija Virasoro algebra te je na temelju
toga uzeto da je, ako takva teorija postoji, efektivna teorija kvantne gravitacije na
energijama dovoljno ispod Planckove konformalna te da mozˇemo koristiti tehnike iz
konformalne teorije polja. Izveli smo Cardyjevu formulu za entropiju 2-dimenzionalne
konformalne teorije polja te je upotrijebili za racˇunanje entropije BTZ crne rupe cˇija
je kozmolosˇka konstanta dovoljno ispod Planckove skale, a masa puno vec´a od same
kozmolosˇke konstante (u prikladnim prirodnim jedinicama). BTZ crnu rupu mogli
smo koristiti jer lokalno asimptotski izgleda kao AdS3.
U drugom dijelu uzeli smo opc´enitu N-dimenzionalnu metriku i na komponente
metrike nametnuli uvjete kako bi u tako opisanom prostor-vremenu mogao postojati
horizont. Uvjeti su raznoliki i dobiveni heuristicˇki. Pokazano je da je algebra priblizˇnih
simetrija u blizini horizonta koji cˇuvaju dane uvjete jednaka Virasoro algebri te je istom
logikom koriˇstena Cardyjeva formula za dobivanje entropije. Vazˇno je napomenuti da
ovaj racˇun vrijedi samo za aksijalno simetricˇne crne rupe te se ne mozˇe poopc´iti na
sferno simetricˇne [18].
Oba racˇuna pokazala su slaganje s Bekenstein-Hawkingovom formulom, tj.
S =
A
4G
(4.1)
Osvrnimo se na vazˇnost ovih rezultata. Bekenstein-Hawkingova formula dobivena je
poluklasicˇnim racˇunom. Moguc´e je da je takva formula tek aproksimacija punog izraza
za ovisnost entropije o povrsˇini (i mozˇda drugim svojstvima) crne rupe. S druge strane
ovdje smo tu istu formulu dobili pretpostavkom da smo uspjeli prepoznati efektivnu
teoriju gravitacije na energijama koje su ispod Planckove, a iznad klasicˇne teorije, a
to je u ovim izvodima neka konformalna teorija. To je najbolje sˇto mozˇemo ovakvim
pristupom. Nismo uspjeli identificirati mikrostanja koja pridonose entropiji, ali smo
ih uspjeli prebrojati do energije (ili preciznosti) na kojoj bi vrijedila pretpostavljena
efektivna teorija.
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Dodaci
Dodatak A Hamiltonijanska formulacija opc´e teorije re-
lativnosti
U klasicˇnoj mehanici do hamiltonijanske formulacije teorije dolazimo na sljedec´i
nacˇin [25,26]:
• Nademo gustoc´u lagranzˇijana L kao funkciju generaliziranih koordinata qi i q˙i
• Definiramo kanonski impuls:
pi =
∂L
∂q˙i
. (A.1)
• Gustoc´a hamiltonijanaH definirana je s:
H =
∑
i
piq˙i −L (qi, q˙i). (A.2)
• Nademo jednadzˇbe gibanja:
q˙i =
∂H
∂pi
(A.3)
p˙i = −∂H
∂qi
. (A.4)
Kako bismo hamiltonijanski formulirali OTR trebamo definirati sˇto c´e odgovarati
generaliziranim koordinatama i kanonskim impulsima te kako odrediti vremenski
parametar kojim c´emo evoluirati te velicˇine.
Raslojit c´emo prostor-vrijeme u 3-dimenzionalne hiperplohe prostornog tipa para-
metrizirane vremenskom funkcijom t na prostor-vremenu. Svaka hiperploha Σ ima
vremenski vektor normale na i prostorne tangencijalne vektore. Vektorsko polje ta
definirano je vremenskom funkcijom t:
ta∇at = 1. (A.5)
Na Σt inducirana metrika hab povezana je s metrikom prostor-vremena gab:
hab = gab + nanb (A.6)
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Vektorsko polje razdvojit c´emo na dijelove koji su okomiti i paralelni Σt. Funkcija
protoka vremena (eng. lapse function) N i vektor pomaka (eng. shift vector) Na su
redom te projekcije:
N = −gabtanb
Na = hab t
b. (A.7)
Sad mozˇemo izraziti gab:
gab = hab − nanb = hab − 1
N2
(ta −Na)(tb −Nb), (A.8)
sˇto pokazuje da je koriˇstenje novih varijabli ekvivalentno koriˇstenju gab.
Domena ovisnosti D(S) nekog skupa S je skup svih dogadaja kauzalno povezanih s
S.
Cauchyjeva ploha mnogostrukosti M je skup Σ za koji vrijedi da je D(Σ) = M .
Intuitivno mozˇemo razmiˇsljati o plohi Σ kao cˇitavom prostor-vremenu u ”jednom
vremenskom trenutku” t. Ako prostor-vrijeme sadrzˇi Cauchyjevu plohu kazˇemo da je
globalno hiperboliˇcko. Postojanje Cauchyjevih ploha omoguc´ava formulaciju pocˇetnih
vrijednosti i razvoja hab u vremenu.
Kao u klasicˇnoj mehanici, hamiltonijansku gustoc´uH dobit c´emo pomoc´u gustoc´e
lagranzˇijana L . Ona je jednaka:
L =
√−gR. (A.9)
Izrazit c´emo je pomoc´u novih varijabli. Mozˇe se pokazati da je tada L jednaka:
L = N
√
hR. (A.10)
Nadalje, ako Einsteinovu jednadzˇbu
Rab − 1
2
Rgab = Gab (A.11)
kontrahiramo s vektorima na i nb, mozˇemo izraziti zakrivljenost R kao:
R = 2(Gabn
anb −Rabnanb). (A.12)
Iz Gauss-Codazzijeve jednadzˇbe [27] koja daje vezu prostorne zakrivljenosti (3)R i R
imamo sljedec´i izraz:
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Gabn
anb =
1
2
((3)R−KabKab +K2), (A.13)
gdje je Kab ekstrinzicˇna zakrivljenost hiperplohe Σt definirana s
Kab = ∇anb, (A.14)
a K je njen trag jednak
K = Kaa. (A.15)
Nadalje mozˇemo i drugi cˇlan u (A.12) izraziti pomoc´u novih varijabli, koristec´i vezu
izmedu Riccijevog tenzora Rab i Riemannovog tenzora Rabcd:
Rabn
anb = Rcacbn
bna =
= −(∇a∇c −∇c∇a)ncna =
= −na(∇a∇c −∇c∇a)nc =
= (∇ana)(∇cnc)−∇a(na∇cnc)− (∇cna)(∇anc) +∇c(na∇anc) =
= K2 −KacKac −∇a(na∇cnc) +∇c(na∇anc) (A.16)
U lagranzˇijanskoj formulaciji dijelovi lagranzˇijana koji se mogu napisati kao divergen-
cije ne mijenjaju jednadzˇbe gibanja (ako nema nestandardnih povrsˇinskih doprinosa
akciji) te se mogu zanemariti. Stoga je krajnji rezultat:
Rabn
anb = K2 −KacKac (A.17)
Sad mozˇemo napisati cijeli lagranzˇijan u novim varijablama:
L =
√−gR =
= N
√
h((3)R +KabK
ab −K2) (A.18)
Kako bismo nasˇli kanonski moment
pab =
∂L
∂h˙ab
, (A.19)
moramo izraziti Kab na sljedec´i nacˇin:
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Kab = ∇anb = 1
2
Lngab
=
1
2
Ln(hab − nanb)
=
1
2
Lnhab
=
1
2
(nc∇chab + hcb∇anc + hac∇bnc)
=
1
2N
(Nnc∇chab + hcb∇aNnc + hac∇bNnc)
=
1
2N
hcah
d
b (Lthcd − LNahcd)
=
1
2N
hcah
d
b
(
h˙cd −Dcβd −Ddβc
)
, (A.20)
gdje je Da kovarijantna derivacija definirana metrikom hab. Sad znamo da je
∂Kab
∂h˙ab
=
1
2N
∂K2
∂h˙ab
=
habK
N
. (A.21)
Takoder, vrijedi i [27] sljedec´a jednakost:
∂ (3)R
∂h˙ab
= 0 (A.22)
Sad mozˇemo nac´i kanonski impuls pab:
pab =
∂L
∂h˙ab
=
=
√
h(Kab − habK).
Konacˇno, hamiltonijanska gustoc´a jednaka je:
H = pabh˙ab −L =
= −
√
hN (3)R +
N√
h
(
pabpab − p2/2
)
+ 2pabDaβb =
=
√
h
(
N
(
−(3)R + 1
h
pabpab − 1
2
1
h
p2
)
− 2Nb(Da( 1√
h
pab) + 2Da(
1√
h
βbp
ab)
)
=
√
h
(
N
(
−(3)R + 1
h
pabpab − 1
2
1
h
p2
)
− 2Nb(Da( 1√
h
pab)
)
, (A.23)
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gdje smo u posljednjoj jednakosti zanemarili povrsˇinski doprinos.
Za kraj, doc´i c´emo do jednadzˇbi ogranicˇenja. Hamiltonijan mozˇemo napisati kao
volumni integral gustoc´e preko neke hiperplohe Σ prostornog tipa:
H =
∫
Σ
H d3x (A.24)
Jednadzˇbe ogranicˇenja dobivamo variranjem H po N i Na. Varijacija po N daje nam
da je prvi cˇlan u (A.23) jednak nuli:
−(3)R + 1
h
pabpab − 1
2
1
h
p2 = 0 (A.25)
Varijacija po Na daje ogranicˇenje na impuls:
Da
(
pab√
h
)
= 0. (A.26)
Dodatak B Wittova i Virasoro algebra
Wittova algebra [28] definirana je relacijama
[lm, ln] = (m− n)lm+n
[l¯m, l¯n] = (m− n)l¯m+n
[lm, l¯n] = 0. (B.1)
To je ujedno i algebra generatora lokalnih konformalnih transformacija u 2-dimenzionalnoj
konformalnoj teoriji. Virasoro algebra je centralna ekstenzija Wittove algebre:
[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + cm,n. (B.2)
Iz zahtjeva da je i u Virasoro algebri zadovoljen Jacobijev identitet
[[La, Lb], Lc] + [[Lc, La], Lb] + [[Lb, Lc], La] = 0 (B.3)
mozˇe se pokazati da centralna ekstenzija cm,n mora biti oblika
cm,n =
c
12
(m3 −m)δm+n,0, (B.4)
gdje je c proizvoljna konstanta. Konacˇno, Virasoro algebra je oblika
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[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + c
12
(m3 −m)δm+n,0
[L¯m, L¯n] = (m− n)L¯m+n + c
12
(m3 −m)δm+n,0
[Lm, L¯n] = 0, (B.5)
do na konstantu c koju zovemo centralni naboj i koja ovisi o detaljima interakcije u
konformalnoj teoriji.
Dodatak C Cardyjeva formula
U ovom dodatku izvest c´emo Cardyjevu formulu [29]. Ona daje entropiju na visokoj
temperaturi u 2-dimenzionalnoj konformalnoj teoriji polja.
Za neku kvantnu teoriju polja mozˇemo napisati particijsku funkciju:
Z = Tre−βH =
∑
stanja
e−βE. (C.1)
Iskoristit c´emo to sˇto znamo [32] za
H =
pˆ2
2m
+ V (qˆ) (C.2)
u pristupu integrala po putevima napisati amplitudu
〈
F |e−iHT |I〉 = ∫ Dqei ∫ T0 dτ( 12mq˙2−V (q)). (C.3)
Ako zˇelimo izracˇunati (C.1) mozˇemo u (C.3) napraviti zamjene T → −iβ i |I〉 =
|F 〉 = |n〉 i tako dobiti:
Z =
∫
p.r.u.
Dqe−
∫ β
0 dτL(q) =
∫
p.r.u.
Dqe−
∫ β
0 dτ
∫
dDxL (q), (C.4)
gdje je sada
L(q) =
1
2
dq
dτ
2
+ V (qˆ) , (C.5)
tj. lagranzˇijan koji odgovara hamiltonijanu H u euklidskom prostoru. Pokrata ”p.r.u.”
oznacˇava ”periodicˇki rubni uvjeti” i naglasˇava da su pocˇetno i zavrsˇno stanje jed-
naki.
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Naglasili smo da integral po putevima ima periodicˇke rubne uvjete u ”vremenskoj”
koordinati, jer za racˇunanje particijske funkcije umjesto amplitude izmedu dva razlicˇita
stanja |I〉 i |F 〉, racˇunamo trag i vrijedi, u izrazu preko lagranzˇijanske gustoc´e u
(C.4):
φ(~x, 0) = φ(~x, β). (C.6)
Sad vidimo da je kvantna teorija polja u euklidskom prostoru u D+1 dimenzija, cˇija je
vremenska koordinata ide od 0 do β, istog oblika kao kvantna statisticˇka mehanika u D
dimenzija. To znacˇi da ako zˇelimo proucˇiti neku teoriju polja na konacˇnoj temperaturi,
samo trebamo napraviti Wickovu rotaciju u euklidski prostor i nametnuti periodicˇki
uvjet (C.6). Tu c´emo cˇinjenicu koristiti u daljnjem racˇunu.
Ako zˇelimo izracˇunati termodinamicˇke velicˇine u 2-dimenzionalnom CFT-u, mozˇemo
upotrijebiti gore navedeni formalizam. Zˇelimo li izracˇunati particijsku funkciju za
takvu teoriju na konacˇnoj temperaturi β kao u (C.1), primijetit c´emo da je ona ekviva-
lentna nekom integralu po putovima s vremenskom koordinatom koja je periodicˇna s
periodom β, a potpis je euklidski. Kako je i prostorna koordinata periodicˇna, radi se o
integralu po putevima po torusu.
Zato sˇto su obje koordinate periodicˇne, a zarotirali smo teoriju u euklidski potpis,
vremenska koordinata t i prostorna φ su na neki nacˇin ravnopravne. To znacˇi da
particijsku funkciju mozˇemo racˇunati kao trag po Hilbertovom prostoru stanja za
konstantni t gdje vrijedi periodicˇni uvjet na koordinatu φ, tj. φ ∼ φ+ 2pi, a generator
evolucije u vremenu je Hamiltonijan:
Z = TrH(0,2pi)e−βH , (C.7)
gdje smo naglasili po kojem Hilbertovom prostoru racˇunamo trag. Sad je β vremenski
parametar. Takoder, particijsku funkciju mozˇemo racˇunati tako da uzmemo trag po
Hilbertovom prostoru konstantog φ gdje su stanja periodicˇna u vremenskoj koordinati:
t ∼ t+ β, a generator evolucije u φ je angularni moment J:
Z = TrH(β,0)e−2piJ , (C.8)
gdje je 2pi kutni parametar analogan β u (C.7).
Mogli smo izracˇunati particijsku funkciju na ova dva nacˇina jer je prostor euklidski, i
to bismo mogli napraviti za bilo koju kvantnu teoriju polja. Medutim, u konformalnoj
teoriji, zato sˇto je ona invarijantna na skalu, vremenska Hilbertova stanja mozˇemo
zarotirati za 90◦ i reskalirati faktorom 2pi
β
da bismo dobili prostorna. Dakle, u CFT
vrijedi:
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TrH(β,0)e−2piJ = TrH(0,2pi)e
− 4pi2
β
H . (C.9)
Sad iz jednakosti particijskih funkcija (C.7) i (C.8) te jednakosti (C.9) imamo svojstvo
particijske funkcije:
Z(β) = Z(
4pi2
β
). (C.10)
Ako zˇelimo izracˇunati particijsku funkciju za niske temperature β → ∞, mozˇemo
napraviti aproksimaciju:
Z(β) =
∑
stanja
e−βE ≈ exp (−βEvakuum). (C.11)
Za visoke temperature iskoristimo ranije pokazano svojstvo (C.10). Sad mozˇemo
napisati za visoke temperature, tj. β → 0:
Z(β) ≈ exp
(
−4pi
2
β
Evakuum
)
(C.12)
Energiju vakuuma (ili Casimirovu energiju) mozˇemo izraziti [30] pomoc´u centralnog
naboja teorije:
Evakuum = − c
12
. (C.13)
Sad imamo sljedec´i izraz za particijsku funkciju na visokim temperaturama:
Z(β) = exp
(
cpi2
3β
)
. (C.14)
Iz dobro poznatih formula za veze izmedu termodinamicˇkih velicˇina, mozˇemo nac´i
entropiju i energiju:
S = (1− β∂β)lnZ = 2pi
2c
3β
(C.15)
E = −∂βlnZ = pi
2c
3β2
. (C.16)
Ako izrazimo temepraturu pomoc´u energije E, imamo konacˇan izraz za entropiju koji
ne ovisi o temperaturi, a vrijedi asimptotski, za visoke temperature, u smislu da vrijedi
aproksimacija (C.12):
28
S = 2pi
√
cE
3
. (C.17)
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